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1. Introduccion y preliminares

En este curso definiremos las clases A, de pesos de Muckenhoupt y daremos algunas propiedades sobre las mismas.
Desde la década de 1970, estas clases adquirieron gran relevancia debido a su estrecha conexién con las propiedades
de continuidad en LP no sélo del operador maximal de Hardy-Littlewood sino también de operadores de Calderén-
Zygmund y sus conmutadores, entre otros.

Para comenzar daremos algunas definiciones y notacién que seran utilizados a lo largo de estas notas.

= Un peso w es una funcién no negativa y localmente integrable tal que 0 < w(z) < oo para casi todo z en R,

esto es, permitiremos tnicamente que w(x) = 0 0o w(x) = 0o en conjuntos de medida nula. Si w es un pesoy 1/w

1

e @l conjunto de funciones

es localmente integrable, entonces 1/w también es un peso. Simbolizaremos con L

medibles y localmente integrables en R™.

» Dados un peso w y un conjunto £ C R™ medible, utilizaremos la notacién w(E) = / w.
E

Cuando w = 1 escribiremos |E| = / dz para denotar a la medida de Lebesgue del conjunto E. Con Xg
E

denotaremos a la funcién caracteristica de E.

» Dados 1 < p < 0o y un peso w, el espacio LP(w) es el conjunto

LP(w) = {f medible : /|f|pw < oo}7

v 1 fllorw) = || fw'/?||,. Con p’ denotaremos al exponente conjugado de p, esto es, el niimero que satisface
1
-+ - — ]_
p P

Despejando de esta identidad, tenemos que p’ = p/(p — 1) y ademds es facil ver que se cumplen las siguientes
igualdades

/
L =p'—1 ytambién (p—1)(p'—1)=1.
p

= Como consecuencia de la desigualdad de Holder tenemos que

(@) =mlr

para todo p > 1, todo conjunto medible y acotado E y toda f no negativa tal que f € LP(E). Este resultado se

conoce como desigualdad de Jensen.



» El operador mazximal de Hardy-Littlewood M se define, para f € Llloc, como

1
M) = sup oo /Q £ @) dy,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) de R™ con lados paralelos a los ejes coordenados que contienen

a T.

» Cuando sea necesario escribiremos @ = Q(z,r) para indicar al cubo con centro en z y radio r > 0. Es facil ver

que 2r = /nf(Q), siendo £(Q) la longitud de las aristas de Q.

Q(z,7)

Para A > 0, AQ denotard al cubo con el mismo centro que @ y £(AQ) = M(Q).
» Con B(z,r) denotaremos a la bola euclidea con centro en x y radio r, es decir, B(z,r) = {y : |y — | < r}.

Es bien conocido (véase por ejemplo [1] o [2]) que el operador maximal M es de tipo fuerte (p,p) para todo

1 < p < co. Es decir, existe una constante C' = C(p) tal que la desigualdad

[ots@rasc [ (i@

vale para toda f € LP. Esto significa que M es un operador acotado en LP. Sin embargo, la desigualdad anterior no

es cierta cuando p = 1: en efecto, si f € L' y no es idénticamente cero, entonces existe R > 0 tal que

/ f] > c>0.
B(0,R)

Por otro lado, si |z| > r entonces B(0, R) C B(x,2|z|), y en consecuencia

1 1 ¢BO,R)|  C,
Mf(z) > 7/ > 7/ > ABOI_ Cn
1) 2 B2 Jpwann = 1B@ 2] Joom = Ba2a)] ~

que no es integrable.
En cambio, cuando p = 1 se prueba (véase también [1] o [2]) que existe una constante positiva C' tal que la
desigualdad
e R Mf@) > <5 [ 1@
vale para todo A > 0, lo cual establece que M es de tipo débil (1,1).

En la década de 1970, Benjamin Muckenhoupt ([4]) resolvié el problema de caracterizar los pesos w que cumplen

la acotacion fuerte del operador M

/ (Mf(@)Pw(x)de < C | |f@)Pw()de (L1)
n R’n,
para 1 < p < oo, asi como también encontrar los pesos tales que la desigualdad de tipo débil
C
w{z e R": M f(x) > A}) < X/ |f(z)|w(z) dz (1.2)

sea cierta para todo A > 0. Este trabajo dio origen a las clases de pesos A, que llevan su nombre.
Desde ese momento, muchos autores se ocuparon en demostrar propiedades de continuidad andlogas para diferentes
operadores del Andlisis Armoénico, mostrando que las clases de pesos A, de Muckenhoupt también garantizaban

acotaciones de tipo fuerte y débil para otros operadores.



2. Definicién de la clase A,

Para motivar las definiciones de esta seccién, supongamos que w es un peso que satisface alguna de las acotaciones
mencionadas para el operador M. Comencemos fijando 1 < p < oo y supongamos que (1.1) vale para toda funcién

f € LP(w). Si Q es cualquier cubo de R™, aplicamos la desigualdad (1.1) con fXg, con lo cual

w@ (g7 [ 1) < [oraares [ argagresc [ i

de donde se sigue que )
€ C [
(G L) < 2 [ v

para toda f € LP(w) y todo cubo Q. Seane >0y f = (w+ 5)*7”'/?)(@. En este caso, obtenemos

() Gk Glyei) =

Dado que w <w+¢ey —p'/p=1—p/, esto implica también que

(1 ) (o fjereo=) <

para todo € > 0. Haciendo € — 0 y utilizando el teorema de la convergencia mondtona, concluimos que

() o)

Hemos demostrado entonces que la acotacién fuerte en LP(w) del operador maximal de Hardy-Littlewood (1.1) implica

la desigualdad (2.1). De hecho, Muckenhoupt demostré que ambas condiciones son equivalentes.

Dado 1 < p < oo, decimos que w pertenece a la clase A, de Muckenhoupt si

_ 1 B )
la, Sé‘n%(m/cgw)(m/cgw <00

La constante [w]4, recibe el nombre de constante caracteristica A, de w.

Observacion 1. La condicién A, también puede ser reescrita en términos de normas L” como sigue: w estd en A, si
existe C' > 0 tal que la desigualdad
1,1 ~1
QI lw! P Xg |, llw ™ P Xy < ©

vale para todo cubo @ de R™. En este caso, tenemos que [w] 4, =CP.

Para el caso p = 1, supongamos que la desigualdad de tipo débil (1.2) vale para toda funcién f € L'(w). Fijado
un cubo Q y 0 < A < |Q| 7! fQ |f], es claro que

C
w(Q) < we € Q: M (@) > N)) < wifr R Mf(@) > A < [ Iflw,
con C independiente de \. Haciendo A — |Q|~* fQ | f| obtenemos

1 C
|Q|/Qf|<w(Q)/Rn|f|w (2.2)

Recordemos que el infimo esencial de w sobre un conjunto medible E' es

f%fw =sup{b: |{z € E: w(z) < b}| =0}



y el supremo esencial de w sobre F
supw = inf{b: [{z € E:w(z) > b} =0}.
E

Sean a > infow y S, = {x € Q : w(z) < a}. Entonces |S,| > 0 y aplicando (2.2) con f = Xg, tenemos que

W@ w(s.)
Q=)

para todo a > infg w y C independiente de a. Al hacer a — infg w obtenemos

M §C1’1612fw.

Q)

Decimos que w pertenece a la clase A1 de Muckenhoupt si

= s (g o) (supwt) <0

La constante [w], recibe el nombre de constante caracteristica A; de w.

< Ca,

Observacion 2. También podemos escribir la condicién A; de la siguiente manera: w € A; si existe una constante
positiva C tal que la desigualdad
-1 -1
QI [[wXg 1w Xglls < C

vale para todo cubo @ de R™. En este caso tenemos que [w]4, = C. La desigualdad de arriba puede verse como el caso

p =1 de la mostrada en la Observacién 1, ya que p’ = oo cuando p = 1.
La siguiente proposicién retne algunas propiedades elementales de las clases A,.

Proposicion 2.1. Sea w un peso. Entonces valen las siguientes afirmaciones.

(a) Si1<p<q entonces [w]a, <[w]a,. Es decir, A, C Aq.

(b) Sip>1ywe Ay, entonces [w]a, > 1.

(c) Sil<p<oo,weA,siysolosioc= w? Ap ylola, = [w]i{;l. En particular, w € Ay siy sélo siw™' € Ay
y[wla, = [0,

(d) Siu,ve Ay, entonces w =uv'~P € A,, para todo 1 < p < co.

(e) Siw e Ay, entonces la medida du(z) = w(z)dz es duplicante: para cada X > 1 y todo cubo Q) tenemos que
w(AQ) < [w]a, A" w(Q).

(f) we Ay siy solo si existe C > 0 tal que Mw(x) < Cw(x) para casi todo punto x.

Demostracion. Comencemos con el ftem (a). Como —1 = (1 — ¢')(¢ — 1) para cualquier ¢ > 1, observemos que

1 ) s (L 1 )
(|Q|/Qw> (S%pw )Z(|Q|/Qw><|@|/cgw |
Por lo tanto, si w € A
B 1 -1 1 1 1-¢ ! =
oo fula, = s (17 [, ) (o) = sme (g fo) (g ™) =t

Esto nos dice que Ay € Ay y [w]a, > [w]a,.



Si 1< p < g, entonces por la desigualdad de Jensen es claro que para todo cubo @

-1 p—1
1 / 1_q/>q ( 1 / - ,>
— [ w <|l— [ w?P .
(IQI Q QI Jo
En consecuencia, si w € A4,

) G ) G ) e )
°°>“”]Ap‘5££n<@|/cgw)<|Q|/Q“’ > = o, Q|/Q“’ |Q|/Q“’ v =l

es decir, w € Ay y [w]a, < [w]a,.

Para demostrar el item (b), notemos que si 1 < p < oo entonces aplicando la desigualdad de Holder

I S YRR (1 >””(1 >/
! |Q|/Q“’ WS |Q|/Qw |Q|/Q“’ :

Elevando ambos miembros de la desigualdad al exponente p obtenemos

=) ()

de donde se sigue la afirmacion. El caso p = 1 se obtiene al observar que

I »
1_Q|/wa S<|Q|/Qw) (SZP“’ )

La prueba de (c¢) es consecuencia de la siguiente igualdad

’_ ’_ _ p =1
ale) Gl =Gl ) @he) = {G@l=)" (el
<|Q|/Q“)<Q|/Q“ |Q|/Q“’ Q|/Q“’ |Q|/Qw |@/Qw ’

ya que (1 —p)(1 —p') = 1. De aquf se sigue también que [O']Ap, = [w]i’;p_l.

Probemos ahora el item (d). Si u y v estdn en Aj, entonces para cualquier cubo @

(o) G o) )
) 89 ) (59)

< fula, [l

ya que u > infogu y v > infg v en casi todo punto de Q). Tomando supremo sobre todos los cubos de R", obtenemos
que uv™P € A, y ademés [uv! P4, < [u]a, [v]5 .

Para probar el item (e) basta considerar el caso p > 1, ya que si w € A; entonces w € A, para todo 1 < p < 0o en
virtud del item (a). Fijado A > 1, combinando el hecho de que w € A4, junto con el item (b), para cualquier cubo @

tenemos que

w0 - perl (#1300 (o)

< [w]a, A7 |QPF (w!

< [w]a, A"w(Q).

1-p

@)

Para finalizar, demostremos (f). Si w € Ay, entonces la desigualdad

w(@)

ol < [w]a, w(x) (2.3)



vale para todo cubo @ y casi todo z en Q. Fijemos x tal que Mw(z) > [w]a, w(x). Entonces existe un cubo @, con

vértices racionales que contiene a = y tal que

w(Qx)
Qx|

En virtud de (2.3), « debe estar en un subconjunto de @, de medida nula. Luego {z : Mw(x) > [w]a,w(z)} € U;Z, Nj,

> [w]a, w(z).

siendo N; conjuntos medibles de medida cero. Por lo tanto, Mw(x) < [w]a, w(z) en casi todo punto .
Reciprocamente, si Mw(z) < Cw(z) en casi todo punto z, entonces vale (2.3) con [w]4, reemplazada por C'y para

casi todo punto de @), que es equivalente a que

w(@) < Cinfw. O

Q)

La notacién A ~ B indica que las cantidades A y B son equivalentes, es decir, que existen constantes positivas C
y C5 tales que
Ci1B < A<L(CyB.

Dado que en R™ tenemos la siguiente relacién
B(z,r) € Q(z,v/nr) C B(z,v/nr)
para todo x y todo r > 0, y ademas
|B(z,r)| = |Q(x, v/nr)| ~ |B(z, Vnr)| ~ 1"

podemos utilizar bolas en lugar de cubos en la definicién de las clases A,,.
Trabajar con promedios sobre bolas sera especialmente 1til para mostrar que los pesos de tipo potencia w(z) = |x|*

estan en A, bajo cierta relacién entre a y p.

Proposicién 2.2. Sean a € R, 1 < p < oo y w(z) = |z|*. Entonces w € A, si y sdlo st —n < a < n(p —1). Ademds,

w € Ay siy sdlo si —n < a < 0.
Demostracion. Fijemos 1 <p < ooy —n < a < n(p—1). Vamos a dividir las bolas de R™ en dos conjuntos
By ={B(zp,r):|xg| <3r} y By={B(zp,r):|xpg|>3r}
Si B € By, entonces B C By siendo By = B(0,4r). En efecto, si y € B entonces
ly| < |y —zp|+ |zp| <r+3r=4r

y también 4™|B| = |By|. Transformando a coordenadas polares y utilizando que a +n y a(l — p’) + n son ndmeros

positivos obtenemos

i fteas) (g farean) < (o ) (i [ e ae)
— z|%dx ) | — 2| gy < | — rlode ) [ =—— 212(=p") 4.
<|B 1 B/, <13l /1" Bol /s,

C 4r L 4r (1 ,) ) p—1
at+n— a(l—p" )+n—
<y ([ o) ([ o)
, -1
O Gy (anye0oen )
“r? a4+n \a(l—p)+n
< C Latntal—p)(p-Dn(p-1)
S



= (.
Si B € By, entonces |z| ~ |zg|. En efecto, para todo x € B tenemos que
[ep| —r <z <[zp[+7r

lo cual implica que

| |<||< I ‘
€T T rpB|-
3B_ _3B

En este caso, simplemente escribimos

1 a 1 a=p) 1\ alp . [a1=P)(p=1)
E B|x| dx @ B|a:\ dx < Clag|*|zB|

:C|$B|a—a

:C27

dado que (1 —p')(p — 1) = —1. Tomando C' = max{C1, C2} obtenemos que
1 1 i g\
sup —/ |x“dw) (/ |g| 4P d:r) <C,
BCR™ (lBl B 1Bl /5

Supongamos ahora que w(z) = |z|* estd en A,, para 1 < p < co. Entonces para toda bola B de R™ tenemos que

lo que prueba que w € A,.

(o J i) (i f o) »

Para cada B = B(0,7) y € > 0 obtenemos

p—1 !
() ()= Gy ) (i ) 2
B B B\B(0,¢)

cuando a > 0, y también

1 IB\B(0,5)|>” b (1 / ) 1 / .
“d —_ o< = aq = a(1-p") 4 <
CIRDIG T =B L) B oo ) S

si a < 0. Esto implica que
/ |z|* dx < oo, (2.5)

lo que permite concluir que a > —n. Combinando (2.4) con (2.5) tenemos que
/ 2|2 =) dz < oo,
B

de donde se deduce que a(l — p') > —n o, equivalentemente, que a < n(p — 1).
Para terminar, veamos el caso p = 1. Supongamos que —n < a < 0. Si B = B(zp,r) es una bola en B; entonces

B C By, donde By = B(0,4r). Entonces
1 4n C
— [ Jz|%de < —= |z|*dr = —r*™" = Cr® = Cinf |2|* < C; inf ||,
B 0 B, rn By B
B Bo| /3,

dado que |z|* es radialmente decreciente y B C By.

Si B € By, entonces |z| & |xp| y en consecuencia

1
ey @ < a: { a'
‘ ‘/B\x| dzr < Clzp| 021%f|m|



Eligiendo nuevamente C' = max{C4, Cz} tenemos que

|B|/ o] de < Cin Ja|”

para toda bola B C R™. En consecuencia, w € Aj.

Reciprocamente, si w € A; entonces para cualquier bola de R™ se cumple

(157t o) sup ol < . (26)

En particular, si B = B(0,7) y z € B, z # 0 tenemos que

<|;| / |x|adz> 27 < [,

Esto nos permite deducir que la integral / |x|* d debe ser finita, con lo que a > —n. Volviendo a (2.6) también

B
debemos tener que sup g || ™% < oo para toda bola B = B(0, r). Esto indica que a < 0y el resultado queda probado. [

Al comienzo vimos que w € A, es una condicién necesaria para la acotacién fuerte en LP(w) del operador maximal
de Hardy-Littlewood que aparece en (1.1). El siguiente teorema, debido a Benjamin Muckenhoupt, establece que esta

condicién es también suficiente.

Teorema 2.3. Sea 1 < p < co. Entonces M: LP(w) — LP(w), es decir, existe una constante positiva C = C(n,p) tal

que la desigualdad
[ ats@puw s <c [ (f@Pu) s
vale para toda f € LP(w) siy sdlo siw € A,.

Este teorema sera de utilidad para demostrar una importante propiedad de factorizacién que cumplen los pesos de

Ap. Si bien en el curso esta demostracion se omite, el lector interesado puede encontrar una prueba en, por ejemplo,

[1] o [2].

3. Desigualdad de Holder al revés y sus consecuencias

Sil < s < oo decimos que w satisface una desigualdad de Holder al revés o reverse Hélder de exponente s si existe

una constante positiva C' tal que la desigualdad
1/s
2 k) =l )
— w <C|— w
(QI Q Qf Jq
vale para todo cubo @) de R". En este caso escribimos w € RH, y denotamos

1 . 1/s 1 -1
hen. = w0 (o I ) (@l/cew>

El nombre “Hoélder al revés” o “reverse Holder” proviene del hecho de que la desigualdad opuesta es una simple

consecuencia de la desigualdad de Holder. En efecto

IQI/ ~lQl (/ ws>1 @ _(IQ/ s>1/s'

Decimos que w € RH, si existe C' > 0 tal que la desigualdad

=< (i)



vale para todo cubo @ de R™. Si w € RH,, denotamos

1 -1
[wRH,, = sup <sup w> (/ w> .
Qcen |\ @ QI Jo
Lema 3.1. Las clases reverse Holder son decrecientes. Es decir,
RH., € RHy; C RH;
para todo 1 <t < s.

Demostracion. Siw € RHy, para cualquier s > 1 tenemos que

1 A 1
(@/cgw) SSZPIUS[UI]RHWW/QU%

con lo que w € RH; v [w]rn, < [w]rn

oo

Sil<t<sywée RHg, aplicando la desigualdad de Jensen obtenemos

1 . 1/t 1 . 1/s 1
(mé“’) <(|Q|/Q“’> <[‘”RHSQ|/Q‘”’

por lo que w € RH; y [w]gry, < [w]gH,- -

A continuacién veremos que todos los pesos de Muckenhoupt verifican una desigualdad de Holder al revés. Este
hecho permite demostrar una importante caracteristica de las clases A, conocida como propiedad de apertura: si
1<p<ooywé€ A, entonces existe 1 < g < p tal que w € A,.

Comenzaremos con una propiedad auxiliar que servird para estos propésitos.

Lema 3.2. Sean1 <p < oo yw € A,. Para cada nimero 0 < a < 1 existe 0 < < 1 de modo que para cada cubo Q
y cada subconjunto medible S C Q que verifique |S| < «|Q| se tiene que w(S) < fw(Q).

Demostracion. En virtud del ftem (a) de la Proposicién 2.1 bastard considerar el caso 1 < p < co. Notemos primero

que si f es tal que | f|Pw es localmente integrable, entonces

L ) (e
< (we [, r) et ()
< tula, (g5 [ 1770)-

Fijado 0 < a < 1, un cubo Q y S € @ medible tal que |S| < a|Q)|, eligiendo f = Xg\g en la expresién anterior

obtenemos
QSN _ 1y w(@\S)
(Sor) <lels

(@)
(1) =t (-3

Dado que |S| < a|Q], la desigualdad anterior implica que

0 equivalentemente

— Q)P
(1-ay _,  ws)
[w]a, w(Q)
y en consecuencia
— )P
wS) | (1-a)
w(Q) [w]a,
Eligiendo g =1 — U=2)"  htenemos la tesis. O

[w]a,



Teorema 3.3 (Propiedad de reverse Holder para pesos Ap). Sean 1 <p < oo y w € A,. Entonces existen constantes

positivas C' y v que dependen solo de n,p y [w]a, tales que la desigualdad

L 1_~_’Y)1/(1-i-'y) Q
(IQI /Q“’ =10 /Qw

vale para todo cubo Q, es decir, w € RHi,,.

Demostracion. Fijemos 0 < oo < 1y un cubo @ de R™. Definimos una sucesién creciente de nimeros positivos {ay } x>0

de la siguiente manera

k
27L
OéoZM y ak:() ap, parak > 1.
Q| o
Observemos que agy1 = (2"/a)ay y para cada k > 0
w@
Q|

Para cada k > 0 realizaremos el siguiente proceso: subdividimos el cubo @) en 2" subcubos obtenidos de partir cada

lado de @ a la mitad. A continuacién seleccionamos aquellos cubos R que verifican
—_— > (3‘1)

y los no seleccionados se vuelven a subdividir en 2™ subcubos cuyos lados miden la mitad del lado del cubo que
los genera. El proceso se repite indefinidamente, obteniendo asi una coleccién {Qy ;}; de cubos con las siguientes
propiedades:

1

— w < 2"y
1Qrj| Jou,

(a) ap <
(b) w(z) < ay, para casi todo © & Uj Qr.j
(c) cada cubo Qxy1,; estd contenido en un cubo Qg ¢, para algin ¢ = £(j)

Para ver (a) observemos que si Q ; fue seleccionado, entonces el cubo R de lado doble que lo contiene no lo fue. Por

lo tanto
IRl 1

R — w<
Qr.il Jau., Qr.l IR /R

Para probar (b) notemos que si = & ; Qk,; entonces existe una sucesion {Qm} de cubos anidados no seleccionados

« w < 2" ay,.

de manera que la interseccién de sus clausuras es {z}. Es decir, para todo m € N tenemos que

o < o

Como w es localmente integrable, el teorema de diferenciacién de Lebesgue nos permite concluir que w(z) < ay en

casi todo punto tomando el limite para m — oo.

Por ultimo, Q1,; satisface que

w(Qk+1,5)

|Qr+1,4]

es decir que cumple con (3.1). Como los cubos seleccionados del nivel k son maximales (en el sentido de la inclusién)

> Qg1 > A,

entonces (r+1,; debe estar contenido en alguno de ellos.
Para cada k > 0 definimos Qy = |J j Qk,;- Observemos que

1

2"y, > ——— w
|Qk,l| Qe

10



1

B |Q7€7£| Qr,eNQpy1

Z |Qr+1,5] w(Qk+1,5)
oo, 1@rel 1Quryl

|Qr,e N Qt1]
| Qe

> Q41

Esto implica que
|Qk,e N Qg1 | < 2oy
|Qk, e T g1

Utilizando el Lema 3.2, tenemos que existe 0 < 8 < 1 de manera que w(Qg¢ N Qgt1) < fw(Qr¢). Sumando en ¢,

obtenemos que

w(Qy1) < Pw(Qg) v también  w(Qyi1) < B w(Qp).

Ademas Q11| < Q| < aFF1Qy], con lo cual [Q| — 0 cuando k — oo.

Ahora procedemos a estimar la integral de w'*” sobre @, donde v > 0 ser4 elegido adecuadamente. Notemos que

(o]
= Lt
Q Q\Qo k=0 Qe \Qy1

< agw(Q\Q0) + Y af w()
k=0

< ogw(Q) + Y aj, BFw(Q)
k=0

0 on (k+1)y
<aqu@+Y (%) ajpu@
k=0

_ adu(@) <1 . (i)i (ff)’“) |

Elegimos ~ de modo tal que

0< ol < Lgﬁ
log 2" — loga’
con lo cual
2™
b <1
o
y en consecuencia
on\ ¥ i 2n’yB k _ ony
a) =\ o oy —2m B
Por lo tanto,
1/1+7 ( 2" )(1/)1+7
— [ w <14+ ——— — [ w .
1Rl Jo ar =273 ) \ Q] Jq
Elevando ambos miembros al exponente 1/(1 + 7) obtenemos la tesis. O

Observacion 3. La eleccién explicita de 8 en el Lema 3.2 nos permite dar una cota concreta de v: si 0 < a < 1y
w € Ap, entonces w € RHy4., para cualquier v que verifique

log([w],) — log([ula, — (1 - a)?)

0
<< log2™ — log a

La constante caracteristica resulta

2yt 1/(147)

(%)

(
e %
@)

[e3
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Como consecuencia del Teorema 3.3 tenemos los siguientes resultados.
Teorema 3.4. Sean 1 < p < oo yw € Ay. Entonces existe v > 0 (que depende de [w]a,, n y p) tal que wlty e Ap.

Demostracion. Consideremos primero el caso p = 1. Por el Teorema 3.3 existe v > 0 tal que w € RH;4,. Entonces

/ wl v < [w] L ( / w) 1 < [w] Lty v ([w} l,nf U}) 1
— — Al
‘Q| RHi4+ ‘Q| Q RHi o)

1+ 147 ¢
= [w]RHZH [w]Al‘Yl%wav’

podemos escribir

< [wlpr,, wl4”

lo que muestra que w'™ € A; y ademds [w!'*7] riy, (WA,
v

Ay
Sil < p < oo, por el inciso (¢) de la Proposicién 2.1 tenemos que wlP e A, . Usando el Teorema 3.3 podemos

concluir que existen 1 y 72 tales que w € RHyy,, y w? € RH;4,,. Sea v = min{yi,72}. Entonces tanto w como

w7 pertenecen a la clase RH; ., en virtud del Lema 3.1. De esta manera,

1 1+7> (1 (1+7)(1—p’)>p_1 ( 1 >1+7 ( 1-p/ 1 1_p/>(p_1)(1+7)
(|Q|/Qw |Q‘/Qw < [w}RHHWQ/Qw {w }RHHW |Q|/Qw

o (T T T I

RH1+’Y

lo que nos da la prueba deseada. O
El teorema anterior permite deducir la propiedad de apertura para pesos A,.

Corolario 3.5 (Apertura de la clase 4,). Sil < p < oo yw € A,, entonces existe 1 < ¢ < p tal que w € A,. En

otras palabras, para 1 < p < 0o tenemos que

4,=J A,

1<g<p
Demostracion. Sea w € A,. En virtud del Teorema 3.4 existe v > 0 tal que w'™ € A,. Sea ¢ =1+ (p—1)/(1 + 7).

Entonces 1 < ¢ < p y utilizando la desigualdad de Jensen obtenemos

-1 1/(1+7) (p—1)/(1+7)
(1/ w) (1/ wl_ql)q < (1/ w“”) ! (1/ w(1+v)(1—p’)> 8 ! < [w1+7]1/(1+7)
— - A )
|Q| Q |Q| Q |Q| Q |Q| Q P

lo que muestra que w € A,. O

4. Factorizacién de pesos A,

En la Proposicién 2.1 hemos visto que si u v v son pesos en la clase A; entonces el producto uv' P es un peso de
Ap. En realidad, todo peso de A, puede factorizarse como un producto de dos factores que involucra a pesos de la

clase A;. Este importante resultado fue probado por Peter Jones en [3].
Teorema 4.1. Sean 1 < p < 0o y w € A,. Entonces ezisten pesos u,v € A; tales que w = uv'~P.

Demostracion. Observemos primero que el caso p = 1 es trivial puesto que si w € A; podemos elegir u =w y v =1
para obtener w = uv!™P.

Supongamos ahora que p > 2 y definimos el operador

Tf = (wfl/pM (fp71w1/p)>1/(p—1) P (fwfl/p>
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para f € LP, siendo M el operador maximal de Hardy-Littlewood. Observemos entonces que T estd bien definido y es

acotado en LP. En efecto,

T <2
RIL

( i (- 1/p>r//(”” w—l/(f"lhr/n (M (fw—l/p)rw)
(Lo o [
<2 (e

Crtwp) [ 1510707 0l 4 ot [ |f|pw1w>
v Rn

R7

2 (Ca(w.p) + Cawp) [ 1P

ya que M estd acotado en LP(w) y en LP (w'~*") en virtud del Teorema 2.3. Si Cy = 2(Cy(w, p) +Ca(w,p)) /P entonces

hemos probado que
1Tl < Coll fllp- (4.1)

Veamos que T satisface las siguientes propiedades
T(f+g) <Tf+Tg, para f,g >0 en LP.
T(\f) = AXTf, para A > 0.

En efecto, probemos (1). Serd suficiente con probar que

M ((f +9)p71w1/p>1/(p71) <M (fpflwl/”)l/(pil) +M (gpflwup)l/(p*l)_

Fijemos = y sea @@ un cubo que contiene a x. Como supusimos p > 2 tenemos que p — 1 > 1 y en consecuencia, por la

desigualdad triangular para la norma en LP obtenemos

1/(p—1) )
(IQI/(fﬂJ) 1w1/p) - \Q|1/<p71>

< \Q|1/(p 1)

(IQI/fpl ) o (IQI /p)l/(p_l)
< [pr (o) @] T v () @]

Tomando supremo sobre todos los cubos ) que contienen a x obtenemos

[M ((erg)p—lwl/p) (x)]l/(p 1) [ (fp 1 1/p) (z )}1/(11—1) N [M (gpflwl/p) (x)i|1/(p—1)’

tal como querfamos. Combinando esta estimacién con la sublinealidad de M podemos concluir la prueba de (1).

_ 1
’<f+g>wp<pl>xQ

p—1
1
oo

’fw N g

1
‘gw p(p—1) XQ

p—1

El punto (2) es consecuencia directa de la correspondiente propiedad para el operador M, es decir, de que

M(Af)(x) = AM f(x)

para todo .
. . . — TV fq .
Fijemos ahora fy € LP tal que | fol[, = 1. Definimos la funcién ¢ = Z 0 Esta serie es absolutamente
— 0
convergente en LP: dado N € N, por (4.1) podemos escribir
N ; N
17 fo ij0||p 1 foll»
- < 277 =
I o
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Tomando limite para N — oo y usando el teorema de la convergencia mondtona obtenemos que ||¢||, < 1.
A continuacién definimos u = w'/PP~1 y v = w~/Pp. De esta manera, es claro que uv'~P = w. Para terminar,

probaremos que efectivamente u y v son pesos en la clase A;. Utilizando (1) y (2) tenemos que

2Cy

T > T+l
To=T Z fo_ Z fo_zo ( f0><200cp
j:l
Por la definicién de T tenemos que
_1
(w*”MWW*M”»”4+wVMﬂwf”%§2am. (4.2)
Dado que ¢ = (uw_l/P)l/(p_l), de la desigualdad anterior deducimos que
_1
(wil/pMu> Pt < 2C (uw™/P)p=T

o de forma equivalente

Mu < (200)17711,6,

con lo que u € Ay en virtud del item (f) de la Proposicién 2.1.

Por otra parte, como ¢ = w'/Pv de (4.2) también obtenemos que
Mo < 200’(),

de modo que también v € Ay, como querfamos demostrar. Esto concluye el caso p > 2.

Sil<p<2ywé€ A, entonces por el item (c) de la Proposicién 2.1 tenemos que w? € A, . En este caso
es facil ver que p’ > 2. Aplicando lo probado anteriormente, obtenemos que existen pesos u y v en A; tales que
w' P = ww!~?". Elevando ambos miembros al exponente 1 — p obtenemos que w = vu'~P, lo que da la factorizacién

deseada para w. O

5. La condicién A

Definimos la clase de pesos A, como la unién de todas las clases A, es decir

w = 4p-

p=1
El siguiente resultado, que es una generalizacién del Teorema 3.3 e involucra una medida duplicante u, serda de
utilidad para establecer una caracterizacién de los pesos en la clase A,. La demostracion sigue lineas muy similares

a la del Teorema 3.3 y se incluye en el Apéndice para el lector interesado.
Teorema 5.1. Sean w un peso y pu una medida definida en R™ que satisface las siguientes condiciones

1. p es duplicante, es decir, existe una constante Cq > 0 tal que la desigualdad

1(2Q) < Cap(Q)
vale para todo cubo Q C R™.

2. Ezisten constantes 0 < «, f < 1 de modo que

M(S)Sau(Q)ﬁ/swduéﬁ/deu

para cada cubo Q y cada subconjunto medible S C Q.

14



Entonces existen constantes positivas C y v (que dependen sdlo de n,Cq, v y ) de modo que

L md)”“*” C [
<M<Q>/Q“’ . Su@/Q“’ e

Es decir, w satisface una desigualdad de tipo reverse Hélder con exponente 1+ v respecto de la medida p.
En el siguiente teorema presentamos varias formas de caracterizar los pesos en A.
Teorema 5.2. Sea w un peso. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) we Ax.
(b) Existen constantes 0 < «, 8 < 1 tales que para todo cubo Q y todo subconjunto medible A C Q) se tiene que

Al < a]Q = w(A) < fu(@Q).

(c) Existe un ndmero v > 0 tal que w € RHy,.

(d) Existen constantes positivas C' y 0 tales que para cada cubo Q y cada subconjunto medible A de @ tenemos que
5
o o (1Y
w(Q) Q|
(e) Existen constantes 0 < o', < 1 tales que la desigualdad
w(A) < d'w(Q) = [A] < 5'(Q)

se cumple para todo cubo Q y todo subconjunto medible A C Q.

Demostracion. Notemos que (a) implica (b) es inmediato por la definicién de A« y el Lema 3.2. La demostracién de
que (b) implica (c) se sigue del argumento realizado en el Teorema 3.3.
Veamos que (c¢) implica (d). Fijemos un cubo @ y A C @ medible. Por hipétesis, w € RHg con s =1 + +. Usando

la desigualdad de Holder podemos escribir

1/s , 1 1/s , ‘A| 1/s’
s 1/s - s 1/s 1/s =1
w(d) < (/Aw) AV < (|Q|/Qw) A QI < [l w(Q) (Q|) ,

lo que nos da (d) con C = [w]gy, y d = 1/5'.
Para ver que (d) implica (e) elegimos una constante 0 < 6 < 1 suficientemente pequefla como para que CeH® < 1.
Fijamos un cubo Q y A C @ medible tal que |Q\A| < 0|Q|. La hipétesis implica entonces que w(Q\A) < COw(Q).

Es decir, hemos demostrado que si |A| > (1 — 0)|Q| entonces w(A) > (1 — CH%)w(Q) o, equivalentemente, que
w(A) < (1- COMw(Q) implicaque |A] < (1-6)[Q).

Esto prueba (e) tomando o/ =1—C#° y g/ =1— 0.
Finalmente, veamos que (¢) implica (a). Serd suficiente probar que w € A, para algin 1 < p < co. Sea u la medida
definida por du(z) = w(z) dz. Entonces la hipdtesis establece que existen constantes 0 < o', 3" < 1 tales que para

todo cubo @ y todo subconjunto medible A C @

p(A) < an(@ = [ wldu< /Q w ™ dp.

15



Esta medida p resulta ser duplicante (en virtud del Lema 6.1, ver Apéndice) y por lo tanto podemos aplicar el

Teorema 5.1 para concluir que existen constantes C,~y > 0 tales que la desigualdad

L ud)”“*” O o
(u@)/Q“’ 2 §u<Q>/Q“’ a

(@/@wv)l/(lw SOJ%).

Eligiendo p = 1 + 1/~ la desigualdad anterior puede reescribirse como

P Gl =

() G fom ) =

lo que nos permite concluir que w € A, y, en consecuencia, w € Aq. O]

0, equivalentemente,

o también
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2, .
6. Apéndice
En esta seccién incluimos algunas demostraciones que se omitieron en los apartados anteriores.

Lema 6.1. Sea p una medida con la siguiente propiedad: existen constantes 0 < a, f < 1 de modo que para todo cubo

Q y todo subconjunto medible A C Q tenemos que

[A] < a|Q = pu(A) < Bu(Q)-

Entonces la medida es duplicante, esto es, existe una constante positiva C tal que la desigualdad

1(2Q) < Cu(Q)

se cumple para todo cubo Q.

Demostracion. Fijemos A = (1 + a/2)"/" y un cubo Q. Veamos primero que |AQ\Q| < a|Q|. En efecto, observemos
que

AQ\QI = (A" = DIQ| = 510l < alQ|
por cémo hemos elegido A. Luego escribimos

AQ = ORM

k=1

donde ¢,, es una constante dimensional y los Rj son cubos que resultan de trasladar al cubo @ y, por lo tanto,

|Ri| = |Q|, para cada k. Notemos que
|(AQ\Q) N Ri| < [AQ\Q| < | Q| = | Ry.
Por hipétesis y dado que Ry C Q U ((AQ\Q) N Ry), podemos concluir que

w(AQ\Q) N Ry) < Bu(Ri) < B(1(Q) + p((AQ\Q) N Ry)),

de donde se sigue que
HOQQ N 1) < Q)

para cada 1 < k < ¢,. De esta manera,

HOQ\Q) < 1 (U(AQ\Q an> Z Q@ N R < (@)
k=1 k=1
Es decir, dado A = (1 + a/2)'/™ existe Cy = ¢, 3/(1 — j3) tal que la desigualdad
PAQ\Q) < Cop(Q) (6.1)

vale para todo cubo Q.
Para finalizar, notemos que existe un tinico ko € N tal que A\* < 2 < Mo+l Entonces usando (6.1) procedemos

como sigue

ko

p(2Q) < p(N*Q) < p(Q) + > p(NTRQ\NQ)
k=0
ko

Q)+ Co(Co+1)*u(@Q)

k=0
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(Co + 1)kot1 — 1)

= Q) (1 + Co Co

= (Co+ 1) u(Q),
lo que nos da la tesis. O

Demostracion del Teorema 5.1. Fijemos 0 < o < 1 y un cubo @ de R™. Definimos una sucesion creciente de ntimeros

positivos {ay x>0 de la siguiente manera

1 c2\"
ag = —/ wdp y o= (d> ag, parak>1,
M(Q) Q «

siendo Cy la constante de duplicacién de p que aparece en (1). Observemos que a1 = (C%/a)ay, y para cada k > 0

1
M(Q)/de,ugak.

Para cada k > 0 realizaremos el siguiente procedimiento: subdividimos el cubo @ en 2™ subcubos obtenidos de partir

cada lado de @ a la mitad. A continuacién seleccionamos aquellos cubos R que verifican

1
m/Rwdu > ag (6.2)

y los no seleccionados vuelven a subdividirse en 2" subcubos, de modo que los cubos resultantes tienen la mitad del
lado del cubo que los genera. El proceso se repite indefinidamente, obteniendo asf una coleccién {Qy, ;},; de cubos con
las siguientes propiedades:

1
(a) ag < 7/ wdp < C2oy,
1(Qk,;5) Qk.j ¢
b) w(x) < ag para casi todo = &€ | J; Qk.; (con respecto a
J 5] K

(c) cada cubo Qp41,; estd contenido en un cubo Qy ¢, para algin £

Veamos primero que vale (a): si Q, ; fue seleccionado, entonces el cubo R de lado doble que lo contiene no lo fue. En

este caso tenemos que R C 3Q)y ; v utilizando la propiedad (1) de p obtenemos

1(R) < pu(3Qr,;) < p(4Qy. ;) < Cap(2Qy,;) < Cou(Qr ;).

Por lo tanto

. pR) 1 )
RN /Q U Q) nB) /Rw‘”‘ < Caon

El item (b) es consecuencia de una versién del teorema de diferenciacién de Lebesgue para medidas duplicantes.

Por tltimo, Qr+1,; satisface que
1

(Qry1,5)

es decir que cumple con (6.2). Como los cubos seleccionados del nivel k son maximales (en el sentido de la inclusién)

/ wdp > ogqr > o,
Q41,5

entonces (Qy+1,; debe estar contenido en alguno de ellos.

Para cada k > 0 definimos O = {J; Qx,;. Observemos que

Y

1
C?oy, 7/ wdp
¢ M(Qk,e) Qe

>_1 / d
> wdp
//"(Qk,e) Qk,gﬁﬂk+1
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_ (Qry1,5) 1 d
2 M Qre) 1(Qrt1,5) /Q,Hl,jw a

J:Qk+1,; CQk,e
(Qre N Qey1)
(Qk.e)

> Q41

Esto implica que
Qe N Qy1) _ Cho
1#(Qre) 7 Qg

Utilizando la propiedad (2) de p tenemos que

/ wdu < B w dp.
Qr,eNQp41 Qe

Sumando en ¢, obtenemos que

/ wdp < B wdp y también / wdp < ,Bk“/ w dp.
Qg1 Qp Qri1 Qo

Ademas p(Qpr1) < ap(Q) < aFF1u(Qy), con lo cual p() — 0 cuando k — oco.

Ahora procedemos a estimar la integral de w!'®7 respecto de i sobre @, donde v > 0 serd elegido adecuadamente.

/ w1+7du:/ whtY dquZ/ whtY du
Q Q\Qo k=0 U\ k1
oo
Sozg/ wdu—&—ZazH/ wdp
Q\ Q0 .

k=0 Q

Sag/wdu—i—ZaZHBk/ wdp
Q@ k=0 Qo

> /02 v(k+1)
< 1+Z(O:i> i ozg/wdu
k=0 Q
k
02’7 o0 C2'y6
= 1—i—0[—d7 ( zﬂ ag/wdu.
k=0 Q
Elegimos v de modo tal que
—log g
0<y< ——s———,
i log C?% — log
con lo cual ,
o2
diﬁ < 1
oY
y en consecuencia
2y ©o© 2y k 27y 2y
2 (cd 5) e R e
oY o ] ar cp _
ot L=\« a’ - G oY —CJ'p

Por lo tanto,

[ cy (. d)
u(@)/Qw ”§<1+m_cgm u<Q>/Qw“ ‘

Elevando ambos miembros al exponente 1/(1 + ) obtenemos la tesis. O
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